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Problema 1 — Matrices (10 puntos)

Se considera la matriz

en que k es un namero real.

a) ;Para qué valores del parametro k la matriz A es invertible? (2 puntos)

Una matriz cuadrada es invertible si y solo si su determinante es distinto de cero. Calculamos det(A)
desarrollando, por ejemplo, por la primera fila:

0o k£ 3
det(A) =k 3 1
2 -1 -1
Desarrollando por la primera fila:
i1 ko1 ko3
det(A) =03 —k- +3- 3
-1 -1 2 -1 2 -1

det(A) =0—k(k-(-1)—1-2)+3 (k- (-1) — 3 -2) = —k(~=k —2) + 3 (~k — )
det(A) =k?>+2k -3k —2=k*> —k —2

Factorizando (o resolviendo la ecuacién de segundo grado k2 — k — 2 = 0, cuyas soluciones son k =

1+v1+8 1+3
2 2

,esdecirk=2y k= —1):
det(A) = (k—2)(k+1)

Por tanto det(A) =0 <= k=206 k= —1. La matriz A es invertible para todos los demas valores:

’A es invertible <= ke R\ {—1,2} ‘
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b) Para k = 0, calcular la matriz inversa de A (4 puntos)

Para k£ = 0 la matriz queda

0 0 3

— 1
A=lo L 1
2 -1 -1

Como 0 ¢ {—1,2}, por el apartado anterior sabemos que A es invertible, con det(A) = (0—2)(0+1) =
—2.

Paso 1. Matriz de adjuntos (cofactores) Adj(A4). Calculamos cada adjunto A4;; = (—1)" M;j,
donde M;; es el menor obtenido al eliminar la fila ¢ y la columna j:

1 1
z 1 1 9 0 1 0 =z 9 9
A11:_3 _1——§+1:§ Alg——2 _1:—(0—2):2 A13—2 _31 :0—§=—§
0 3 0 3 0 O
A9 = — 1 :*(0+3):*3 Agg = 1 =0-6= -6 A9y = — 1 :*(O*O)ZO
0 3 0 3 0 0
A31—1 =0-1=-1 Azy = — :—(O—O)Z Aszz = 1 =0
3 1 0 0 3
2 2
3 2 -3
Adj(A)=|-3 —6 0
-1 0 0

Paso 2. Trasponer para obtener la matriz adjunta traspuesta (que es la que interviene en la formula

de la inversa):

2 -3 -1
Adj(A)f=|[ 2 -6 0
2
-3 0 0
Paso 3. Dividir entre el determinante:
2
1 1 5o
-1 . t
— A = — _
det(a) A == 22 60
-5 0 0
1 3 1
3 2 2
At=]1-1 3 0
1
5 00

Comprobacién: se verifica que A - A~ = I3 (célculo realizado y comprobado con sympy).
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c) Para k = 0, hallar las matrices diagonales D que verifican AD = DA (4 puntos)

d 0 0
Buscamos matrices diagonales D = | 0 dy 0 | tales que conmuten con A (con k = 0). Calculamos
0 0 ds

por separado los dos productos.
Producto AD (cada columna j de A se multiplica por d;):

00 3\ [d 0 0 0 0 3dy
AD=10 3 1 0 d 0|=|0 3d ds
2 -1 -1/ \0 0 ds 2d, —dy —ds

Producto DA (cada fila i de A se multiplica por d;):

d 0 0 0 0 3 0 0 3di
DA=10 dy O[O0 3 1 |=|0 3id do
0 0 ds 2 -1 -1 2dg —ds —d3
Imponiendo AD = DA, igualamos entrada a entrada. Las posiciones (2,2) y (3,3) coinciden automati-
camente (%dz = %dg y —ds = —ds). Quedan las ecuaciones no triviales:
(1,3) : 3d3 =3d1 = di = dg
(2,3): d3:d2 = d2:d3
(3,1): 2dy =2d3 = di =ds (repetida)
(3,2): —dy=—ds = dy=ds (repetida)

El sistema se reduce a di = do = ds. Es decir, las tinicas matrices diagonales que conmutan con A son
las matrices escalares (multiplos de la identidad):

D=M\;=

o o >

o > o

> o o
>
m
]

Esto tiene sentido geométricamente: al no ser A diagonal (tiene entradas fuera de la diagonal no
proporcionales entre sf), la inica forma de que una matriz diagonal conmute con ella es que sea un
miultiplo escalar de la identidad, que conmuta con cualquier matriz.
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Problema 2 — Ecuacién matricial con parametro (10 puntos)

Sean las matrices

1 0 2 @
A=13 2 1|, B=|8],
a 0 3 vy

donde a es un parametro real y o, 3,7 son incoégnitas. Se considera la ecuacién matricial A2X = B.

a) Valores de a para los que A?2X = B tiene solucién tnica (5 puntos)

La ecuaciéon matricial A2X = B tiene solucién tnica (para cualquier B) si y solo si la matriz de
coeficientes A2 es invertible, es decir, det(A42%) # 0. Como det(A?) = det(A)?, esto equivale a pedir
det(A) # 0 (si A es invertible, también lo es A%, y reciprocamente).

Calculamos det(A) desarrollando por la segunda columna (que tiene dos ceros):

1 0 2 L o
det(A)=13 2 1|=-0-(...)+2- 3—0‘(...)
a
a 0 3

Mas explicitamente, desarrollando por la fila 1:

1
3

3 2

2
det(A)zl-O -0+2- 0:1-(6—0)+2'(0—2a):6—4a

a

Por tanto:

| W

det(A) =0 <= 6—4a=0 < a=

Como det(A?) = (6 — 4a)?, se anula exactamente para el mismo valor a = 3. En consecuencia:

3
A%X = B tiene solucién tinica <= a # 3

(Para a = %, A —y por tanto A%~ no es invertible, y el sistema A2X = B seria, segtin B, incompatible
o compatible indeterminado, pero nunca de soluciéon unica.)
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b) Si (3,-2,—1) es solucién de A2X = B, hallar «,3,v en funcién de a (5 puntos)

Si X = (3,-2,—1)" es solucién de A2X = B, entonces, por definicion, B = A2X. Basta calcular A y
después multiplicarla por X.
Paso 1. Calcular A2 = A A:

2 1 0 2 2a+1 0 8
1 3 2 1|l=|a+9 4 11
3 a 0 3 4a 0 2a4+9

A2 =

L w =
o N O

(Por ejemplo, la entrada (1,1) es 1-1+0-3+2-a =2a+1; laentrada (1,3) es1-240-14+2-3 =38,
la entrada (2,1) es3-142-34+1-a=a+9; el resto se calcula andlogamente, multiplicando fila por
columna.)

Paso 2. Multiplicar 4% por X = (3,-2,-1)&

2a+1 0 8 3 3(2a+1)+0-(-2)+8-(-1)
B=AX=|a+9 4 11 -2 =1 3(a+9)+4-(-2)+11-(-1)
4da 0 2a+9 -1 3:-4a4+0-(-2)+ (2a+9)-(—1)

6a +3 —8 6a — 5

B=|3a+27-8—-11| = | 3a+38

124 — 2a — 9 10a — 9

Por tanto:

o = 6a — 5, 8 =3a+8, ~v=10a—9
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Problema 3 — Rectas que se cortan (10 puntos)

Se dan las rectas

z—1 =3 y—-3 z+1
2 -2 -1 2

ri.r—1l=y—2=
a) Comprobar que se cortan y calcular el punto de intersecciéon P (5 puntos)
De las ecuaciones continuas identificamos un punto y un vector director de cada recta:
r: P,=(1,2,1), 4 =(1,1,2) s: Ps=(3,3,-1), ¥Us=(-2,-1,2)

En primer lugar, ¢}, y ¥s no son proporcionales (no existe A con 9, = A¥s), luego r y s no son paralelas
ni coincidentes: o se cortan, o se cruzan. Para decidirlo, escribimos ambas rectas en forma paramétrica
e igualamos:

T ($,y,2):(1+t, 2+ta 1+2t)a S ($,y,2):(3—2[t, 3—,&, _1+2/~L)

Igualando coordenada a coordenada se obtiene el sistema (en ¢, u):

1+t=3-2p t+2pu =2
24+t=3—pu = t+pu=1
1+2t=—-142p 2t —2p = -2

Resolvemos con las dos primeras ecuaciones: restando, p = 1, y sustituyendo en la segunda, t = 0.
Comprobamos que esta solucion satisface también la tercera ecuacion: 2(0) — 2(1) = —2 v'. Como el
sistema (con 3 ecuaciones y 2 incognitas) es compatible, las rectas se cortan en un tnico punto.
Sustituyendo t = 0 en la ecuacion de r (o, equivalentemente, p = 1 en la de s, obteniéndose el mismo
resultado):

P=(1+40,2+0, 1+0)=(1,2,1), comprobacion con s: (3—2,3—-1, —-14+2)=(1,2,1) v

P=(1,2,1)
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b) Recta por P perpendicular a r y a s (5 puntos)

Buscamos una recta que pase por Py sea perpendicular simultdneamente a 7 y a s. Su vector director
w debe ser perpendicular a v, y a ¥s a la vez, lo cual se consigue tomando el producto vectorial de
ambos:

i k
=0 xT=1 1 2/=(1-2-2-(-1))i—(1-2-2-(=2))j+(1-(-1)—1-(-2))k
2

W= (242)i — (2+4)] + (—1+2)k = (4,-6,1)

La recta buscada pasa por P = (1,2, 1) con direccion @ = (4, —6,1):

@ = Tp X Ts = (4, —6,1)

perpendicular comin a r y s A

7,<71,1,2)

A= (—2,-1,2)

(Esquema conceptual, sin escala real: muestra v y s cortindose en P, y la direccion de la recta perpen-
dicular a ambas.)
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Problema 4 — Plano y sus intersecciones con los ejes (10 puntos)

Sea el plano 7 : 6z +4y — 3z —d = 0.

a) Valores de d para que la distancia del plano al origen sea 1 (2 puntos)

La distancia de un punto (xo, yo, 20) a un plano Az + By + Cz + D = 0 viene dada por

_ |A£Bo + By + Cz + D|
VAZ+B?+C?
Aqui A=6, B=4, C =-3, D= —d, y el punto es el origen (0,0,0):

dist

. 6-0+4-0—3-0—d |—d| d|
dist(O, ) = = —
V6% + 42 + (=3)2 36+16+9 V61

Imponiendo que esta distancia sea igual a 1:

|d|
= =1 = |d| = V61
G |d|

[d=+v61 o d=-6l|
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b) Puntos A, B, C de corte con los ejes, en funcién de d (3 puntos)

Para hallar el punto de corte con el eje X hacemos y =0, z = 0 en la ecuacién del plano:

6r—d=0 = x:g e Az(Z,0,0)

Para el eje Y hacemos x =0, z = 0:
d d
4y—d=0 = y=- = B=10,—-,0
4 4
Para el eje Z hacemos z =0, y = 0:

—3z2—-d=0 = z:—g = C:<0’0’_§)

A=(§00), B=(040), C=(0,0-5)

(Esquema conceptual de los ejes coordenados y la traza triangular del plano m sobre ellos; 0 es el dngulo
pedido en el apartado c.)
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¢) Para d # 0, 4ngulo entre los vectores AB y AC (5 puntos)

Calculamos los vectores pedidos a partir de los puntos del apartado anterior:

- d d d d
AB—B—A—( 5 1 -0, 0— O) <—6, 4,0>

. d d d d
A = —A: —_ — — _— — g R R
C=C (o G 00, —3 0) ( o 0 3)

El 4ngulo 6 entre ambos vectores se obtiene con la férmula del coseno:
_ AB.AC
|AB||AC|

wae= () () (Horo(5)-5

— a2

Producto escalar:

Médulos:

B =T & *_
| | + 36 16 i 144

d?  d? 1+4 V5
A == Yo
4T = 5+ 5 = ldly == = 1%

Sustituyendo (y observando que d? = |d|?, por lo que el signo de d no mﬂuye en el resultado final):

d2 d?
cosd — 3 122 265
‘d’f \d!£ V65 36V65 V65 65

72
osf = £~02481 = 02:11"6(:08(%?)%75.640

Nota: el dngulo no depende del valor concreto de d (ni de su signo), ya que A, B y C son siempre
proporcionales a d: al calcular el coseno, d* se cancela. FEsto se ha comprobado explicitamente con
sympy sustituyendo valores numéricos de d (por ejemplo d = 12 y d = —12), obteniéndose en ambos
casos el mismo dangulo.
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Problema 5 — Funcién, derivada y area entre curvas (10 puntos)

Se considera la funcién h(x) = ax + 2%, donde a es un pardmetro real.

a) Valor de a para el que h tiene un minimo relativo en z = —3 (3 puntos)

En un extremo relativo, la derivada primera se anula. Calculamos:
B (x) =a+ 2z

Imponemos ' (—32) = 0:

3 3 3
a+2<—4>—0 —— CL—Q—O = CL—§

Comprobamos que efectivamente se trata de un minimo con el criterio de la segunda derivada:
h"(z) =2 >0 (para todo z, y en particular en x = —%)

Como h” (—%) = 2 > 0, se confirma que x = —% es un minimo relativo (de hecho, absoluto, al ser h

una parabola con ramas hacia arriba).

b) Dibuja las curvas y = h(z) e y = h/(z) (2 puntos)

Con a = %, las funciones quedan:

h(a;):x2+§x h’(gzﬁ):%n—i-§
2 2
y = h(z) es una parabola con vértice en x = —% (el minimo hallado en a), con h (—%) = —1%, que
cortaal eje X en v =0y z = —3 (raices de 22 + 32 =z (z + 3) = 0). y = I/(z) es la recta tangente...
en realidad la funcién derivada, una recta de pendiente 2 que corta al eje X en x = —% (coincidiendo,
logicamente, con la abscisa del vértice de la parabola) y al eje Y en y = %
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(Grdfica de la pardbola h(x) y de la recta h'(z); la region sombreada es el drea calculada en el apartado

c.)
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c) Area entre ambas curvas (5 puntos)

El 4rea entre dos curvas se calcula integrando el valor absoluto de su diferencia entre los puntos de
corte. Primero hallamos dénde se cortan h(z) y h/(z):

h(z) —h'(x) = ($2+2x> — <2:r+ 2) =2 - %x—g

Resolvemos 2 — 32 — 2 = 0 (equivalentemente, 222 — z — 3 = 0):

1+v1424 1+£5

3
r=- 0 z=-1
2

4 4
Para saber el signo de h(z) — h/(z) entre x = —1 y z = %, evaluamos en un punto intermedio, por
ejemplo x = 0:
hO)—K(0)=0—2=—2 <
S22

Luego en ese intervalo h(z) < h'(x), y el area es:

) 3/2 3/2 /1 3 x>z 3
A — / _ — - — 2 — _ = - —
rea / (W (z) — h(z)) dx / (237—1- 5 % )daf { 3 + 1 + 24

-1 -1

Evaluamos en © = %:
_(3/2)3 . (3/2)2 +§.§__27/8 +%+9__9+3+2_ —184+ 9+ 36 _E
3 4 2 2 3 4 4 8 16 4 16 16
Evaluamos en x = —1:
(-1 (=12 3 1 1 3 4+3-18 11
— — —]_ = — _— = = = ——
3 + 4 + 2( ) 3 + 4 2 12 12
Restando:
. 27 11 27 11  81+4+44 125
Area=— — |- — | = — 4+ = = _ ==Y
16 12 16 12 48 48

; 125
Area = == 42 ~ 2.6042 1>
rea 18 u 6042 u

(Resultado verificado con integracion simbélica en sympy.)
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Problema 6 — Optimizacion: caja de volumen maximo (10 puntos)

Se construye una caja de cartén sin tapa a partir de una hoja rectangular de 16 cm x 10 c¢m, recortando
un cuadrado de lado x en cada esquina, doblando y levantando los cuatro laterales.

A

| |
| |
| |
| |
10 | |
| |
| |
| |
| |
| |

A

16 12

(Izquierda: desarrollo plano de la hoja 16 x 10 con los cuadrados de lado x recortados en las esquinas.
Derecha: caja ya montada con las dimensiones dptimas halladas en el apartado a: 12 X 6 x 2.)
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a) Dimensiones de la caja de volumen méximo (8 puntos)

Al recortar un cuadrado de lado x en cada esquina y levantar los laterales, la base de la caja mide
(16 — 2z) por (10 — 2x), y la altura es z. El volumen es:

V(z) =2 (16 — 2x)(10 — 2x)
Desarrollamos el producto:
(16 — 2x)(10 — 22) = 160 — 32z — 20z + 42% = 42 — 52 + 160

V(z) = z(42? — 52z + 160) = 42> — 5222 + 160z

Dominio de z: para que las dimensiones tengan sentido (longitudes positivas) necesitamos x > 0 vy,
como el lado corto de la hoja mide 10, también 10 — 2z > 0, es decir x < 5. Por tanto = € (0,5).
Derivamos e igualamos a cero para hallar los puntos criticos:

V'(z) = 122% — 104z + 160
Dividiendo entre 4 para simplificar: 322 — 262 + 40 = 0. Resolvemos con la férmula general:

26 +£v26%2—4-3-40 2644676 —480 26++196 26+ 14
xr = = = =
2.3 6 6 6

40 20 12
= — = — x~6. = — =2
T 5 3 6.67 x G

Como z € (0,5), descartamos z = 2 ~ 6.67 (fuera del dominio) y nos quedamos con z = 2.
Comprobamos que es un maximo con la segunda derivada:

V"(z) = 24z — 104 = V"(2) =48 — 104 = —56 < 0

Como V"(2) < 0, efectivamente z = 2 es un méximo relativo (y, al ser el tinico punto critico en el
interior del dominio (0,5), con V' — 0 en los extremos del dominio, es también el maximo absoluto).
Las dimensiones de la caja son:

base: 16 —2(2) = 12 cm, 10 — 2(2) =6 cm, altura: x =2 cm

’Dimensiones O6ptimas: 12 cm X 6 cm X 2 cm

b) Volumen maximo (2 puntos)

Sustituimos z = 2 en V(z):
V(2)=2-12-6 = 144

Vinge = 144 ¢cm?®
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Problema 7 — Probabilidad total y teorema de Bayes (10 puntos)

Una empresa tiene 3 maquinas de fabricacion de latas de refresco. El 10,25% de las latas que fabrica
la empresa son defectuosas. El 30% de las latas las fabrica la primera maquina (M), siendo el 10%
defectuosas. El 25% de las latas las fabrica la segunda méaquina (Ms), siendo el 5% defectuosas. El
resto de las latas las fabrica la tercera maquina (M3).

Datos y diagrama de arbol
Llamamos D al suceso “la lata es defectuosa”. Los datos del enunciado son:

P(M;) =0,30, P(D|M;)=0,10 P(My) =025, P(D|Ms)=0,05

P(Ms) =1— P(M;) — P(M) =1—0,30 — 0,25 = 0,45 P(D) = 0,1025

(Diagrama de drbol del experimento: mdquina — defectuosa/no defectuosa. El valor p = P(D | M3) es
la incdgnita del apartado a.)

a) Probabilidad de que una lata de la tercera maquina sea defectuosa (4 puntos)

Por el teorema de la probabilidad total, aplicado al sistema completo de sucesos { My, My, Ms}:
P(D) = P(My)P(D | My) + P(M2)P(D | M) + P(M3)P(D | M)
Sustituyendo los datos conocidos, con p = P(D | M3) como incognita:
0,1025 = 0,30 - 0,10 + 0,25 - 0,05 + 0,45 - p

0,1025 = 0,03 + 0,0125 + 0,45p = 0,0425 + 0,45p
0,06 2

045 15

0,45p = 0,1025 — 0,0425 = 0,06 = p =

2
P(D | Ms) = 1 ~0.1333
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b) Si la lata no es defectuosa, probabilidad de que sea de M; (3 puntos)
Se pide P(M; | D). Aplicamos el teorema de Bayes:

P(M,) P(D | My)
P(D)

P(M; | D) =

Calculamos primero P(E) =1-P(D)=1-0,1025=0,8975 = %

Como P(D | My) =1— P(D | My) =1— 0,10 = 0,90:

—.030-09 027 108

P(M, | D)= = =
(M| D) 0,8975 0,8975 359
= 108
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c) Si la lata es defectuosa, probabilidad de que no sea de M, (3 puntos)
Se pide P(Ms | D) =1 — P(M; | D). Por Bayes:

P(My) P(D | M)  025-0,05 00125 5

P(M, | D) = - - _
(M | D) P(D) 0,1025  0,1025 41
Por tanto: 5 36
P(My|D)=1— —="—
— 36
P(My | D) = 7 ~ 0.8780

(Comprobacion: P(M | D)+ P(M;z | D) = 35 también, calculando cada uno por Bayes —verificado con
sympy usando fracciones exactas.)
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Problema 8 — Distribuciéon binomial (10 puntos)

Se ha determinado que en el 60% de los mensajes enviados por WhatsApp se afiade un emoticono. Una
persona envia diez mensajes de WhatsApp.

Planteamiento

Sea X = “numero de mensajes, de los 10 enviados, que llevan emoticono”. Como cada mensaje lleva
emoticono de forma independiente con probabilidad p = 0,6 (y no, con probabilidad ¢ =1 — p = 0,4),
X sigue una distribucién binomial:

X ~ B(n =10, p=0,6)

cuya funcién de probabilidad es

10
mezk)=<k>mﬁﬁm4f“*, k=0,1,...,10.

a) Ningan mensaje tiene emoticono (3 puntos)
Se pide P(X = 0):

" 1024
fmxzmz(0)®@%&®wzaﬂfm:mmm%
1024
PX =0) = oo ™ !
(X'=0) = §765625 = 0000

b) Exactamente 4 de los 10 mensajes tienen emoticono (3 puntos)
“Dos quintas partes de 10”7 es % -10 = 4. Se pide P(X =4):

P¢X=4y:<f>mﬁfwAﬁ

Calculamos el nimero combinatorio:

10\ 10! 10-9-8-7
4 ) 46! 4.-3-2-1

Y sustituimos:

1296 4096 217728

P(X =4)=210- 4.(0,4)% =210 - . —
( ) 0-(0.6)"-(0.4) 0 10000 1000000 1953125

217728

PX=4)= ———
( ) 1953125

~0,1115
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¢) Ocho o mas mensajes tienen emoticono (4 puntos)
Se pide P(X >8) = P(X =8)+ P(X =9) + P(X = 10). Calculamos cada término:

236 196

_ _ 10 8 2 8 2 ~
P(X =8) = (8)(0,6) (0,4)? =45-(0,6)% - (0,4)? = Toratos 0,1209
10 78732
P(X =9)= 90,4) =10 - 9.(04) = — "= ~0.04
(X =9) (9)<o,6> (0.4) =10+ (0.6 (04) = 232 0
10 59 049
( 0) <10> (0,6) (0,6) 656 0,0060

Sumando las tres probabilidades (reduciendo todas a denominador comun 9 765 625):

~ 1180980 393660 59049 1633689

P(X >8) = =
(X =8) 9765625+9765625+9765625 9765625
1633689
P(X >8) = ——+— ~0,1673
(X'=8) 9765625 ’

(Todos los valores de este problema se han calculado y comprobado con sympy usando fracciones exactas,
y se han redondeado a /4 cifras decimales tal como pide el enunciado.)
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